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Rappel sur le linéaire

• Modèles :

• Stabilité : 

𝐗̇ = 𝐀 ⋅ 𝐗 + 𝐁 ⋅ 𝐔
𝐘 = 𝐂 ⋅ 𝐗 + 𝐃 ⋅ 𝐔

𝐔 𝐘

𝐗⏟
(௡,ଵ)

: l’état du système

𝐔⏟
(௠,ଵ)

: l’entrée du système

𝐘⏟
(௟,ଵ)

: la sortie du système

𝐀⏟
(௡,௡)

: Matrice de dynamique

𝐁⏟
(௡,௠)

: Matrice des entrées

𝐂⏟
(௟,௡)

: Matrice des sorties

𝐃⏟
(௟,௠)

: Matrice entrées/sorties

Valeurs propres de 𝐀 : 𝜆௜ det 𝐀 − 𝜆௜ ⋅ 𝐈𝐝 = 0⁄ . Si Re 𝜆௜ < 0, ∀𝑖 → STABLE, INSTABLE sinon



Rappel sur le linéaire
• Observateur de Kalman :

• Critère d’observabilité :

Soit 𝐐଴ = 𝐂 𝐂 ⋅ 𝐀 𝐂 ⋅ 𝐀ଶ … 𝐂 ⋅ 𝐀௡ିଵ ் la matrice d’observabilité. Si rank 𝐐଴ = 𝑛, (rang plein), alors le 
système est complètement observable.

• Observateur 

• Calcul du gain de l’observateur
• Choix des pôles de l’observateur : ௜ ௜ ௝ ௜

• Calcul du gain ௜

𝐗̇ = 𝐀 ⋅ 𝐗 + 𝐁 ⋅ 𝐔
𝐘 = 𝐂 ⋅ 𝐗 + 𝐃 ⋅ 𝐔𝐔 𝐘

𝐗෡̇ = 𝐀 − 𝐊 ⋅ 𝐂 ⋅ 𝐗෡ + 𝐁 − 𝐊 ⋅ 𝐃 𝑲
𝐔
𝐘

𝐘 = 𝐗෡

𝐗෡

𝐗෡̇ − 𝐗̇ = 𝐀 − 𝐊 ⋅ 𝐂 ⋅ 𝐗෡ − 𝐗



Rappel sur le linéaire
• Contrôle par retour d’état et placement de pôles :

• Critère de commandabilité :

Soit 𝐐େ = 𝐁 𝐀 ⋅ 𝐁 𝐀𝟐 ⋅ 𝐁 … 𝐀𝒏ି𝟏 ⋅ 𝐁
் la matrice de commandabilité. Si rank 𝐐େ = 𝑛, (rang plein), alors le 

système est complètement commandable, et un placement de pôle intégral est possible.

• Placement de pôles 

• Calcul du gain de l’observateur
• Choix des pôles de du système en BF : ௜ ௜ 𝐝

• Calcul du préfiltre : ିଵ , 𝐝
ିଵ

𝐔 = 𝐒 ⋅ 𝐕 − 𝐑 ⋅ 𝐗

𝐗̇ = 𝐀 ⋅ 𝐗 + 𝐁 ⋅ 𝐔
𝐘 = 𝐂 ⋅ 𝐗 + 𝐃 ⋅ 𝐔𝐔 𝐘

𝐗෡̇ = 𝐀 − 𝐊 ⋅ 𝐂 ⋅ 𝐗෡ + 𝐁 − 𝐊 ⋅ 𝐃 𝑲
𝐔
𝐘

𝐘 = 𝐗෡

𝐗෡

𝐑

𝐕
𝐒



Rappel sur le linéaire
• Si 

• Critère de Shen et Desoer : passer par la jordanisation pour découpler les sous-
systèmes et leur appliquer les critères précédents.

• Identifier les valeurs propres ௜ de , ainsi que leur ordre de multiplicité ௜

• Si les valeurs propres sont distinctes ( ௜ , le systèmes est diagonalisable
• Identifier les 𝑛 vecteurs propres 𝐕௜, tels que 𝐀 ⋅ 𝐕௜ = 𝜆௜ ⋅ 𝐕௜

• La matrice de passage 𝐓 s’écrit alors 𝐓 = [𝐕ଵ, 𝐕ଶ, … , 𝐕௡]

• Le changement de variable 𝐗 = 𝐓 ⋅ 𝐙, implique une nouvelle expression du système:

• Si valeurs propres ௞ sont d’ordre de multiplicité supérieur à 1, ௞

• …

ቊ𝐗̇ = 𝐀 ⋅ 𝐗 + 𝐁 ⋅ 𝐔 
𝐘 = 𝐂 ⋅ 𝐗 + 𝐃 ⋅ 𝐔  

𝐗ୀ𝐓⋅𝐙
ቊ𝐙̇ = 𝐓ିଵ ⋅ 𝐀 ⋅ 𝐓 ⋅ 𝐙 + 𝐓ିଵ ⋅ 𝐁 ⋅ 𝐔 

𝐘 = 𝐂 ⋅ 𝐓 ⋅ 𝐙 + 𝐃 ⋅ 𝐔  
= ቊ

𝐙̇ = 𝐉 ⋅ 𝐙 + 𝐓ିଵ ⋅ 𝐁′ ⋅ 𝐔 

𝐘 = 𝐂′ ⋅ 𝐙 + 𝐃 ⋅ 𝐔  
où 𝐉 = diag 𝜆௜



Rappel sur le linéaire
• Si 

• Critère de Shen et Desoer : passer par la jordanisation pour découpler les sous-
systèmes et leur appliquer les critères précédents.

• Identifier les valeurs propres ௜ de , ainsi que leur ordre de multiplicité ௜

• Si les valeurs propres sont distinctes ( ௜ , le systèmes est diagonalisable
• …
• Si valeurs propres ௞ sont d’ordre de multiplicité supérieur à 1, ௞

• On recherche le nombre de blocs de Jordan associés aux valeurs propres 𝛾௞ : 

• On identifie alors 𝑛ఒೖ vecteurs propres et 𝑚௞ − 𝑛ఒೖ vecteurs quasi-propres.

• 𝐓 = 𝐕ଵ, 𝐕ଶ, … , 𝐕௡ , le changement de variable 𝐗 = 𝐓 ⋅ 𝐙, implique

ቊ𝐗̇ = 𝐀 ⋅ 𝐗 + 𝐁 ⋅ 𝐔 
𝐘 = 𝐂 ⋅ 𝐗 + 𝐃 ⋅ 𝐔  

𝐗ୀ𝐓⋅𝐙
ቊ𝐙̇ = 𝐓ିଵ ⋅ 𝐀 ⋅ 𝐓 ⋅ 𝐙 + 𝐓ିଵ ⋅ 𝐁 ⋅ 𝐔 

𝐘 = 𝐂 ⋅ 𝐓 ⋅ 𝐙 + 𝐃 ⋅ 𝐔  
= ቊ

𝐙̇ = 𝐉 ⋅ 𝐙 + 𝐓ିଵ ⋅ 𝐁′ ⋅ 𝐔 

𝐘 = 𝐂′ ⋅ 𝐙 + 𝐃 ⋅ 𝐔  
où 𝐉 = 𝐽𝑜𝑟𝑑𝑎𝑛

𝑛ఒೖ = 𝑛 − rank(𝐀 − 𝛾௞ ⋅ 𝐈𝐝)

𝐀 ⋅ 𝐕௜ = 𝛾௜ ⋅ 𝐕௜

𝐀 ⋅ 𝐕௜ାଵ = 𝛾௜ ⋅ 𝐕௜ାଵ + 𝛼 ⋅ 𝐕௜, 
où 𝛼 = 0 si 𝐕௜ାଵest vecteur propre, 𝛼 = 1 si 𝐕௜ାଵest vecteur quasi-propre 



Rappel sur le linéaire
• Exercice : le satellite, par R. Sepulchre et E. Bullinger de l’Univ. de Liège

• On considère les équations linéarisées d’un satellite au voisinage d’une orbite 
circulaire parcourue à vitesse constante 

Le satellite est commandé par deux moteurs. Le premier fournit une force radiale ௥
et le second une force tangentielle ఏ.

1. Suite à un problème technique, vous devez couper un moteur. Lequel choisiriez-
vous ?

2. Déterminer si ce système est observable lorsque la sortie mesurée est la position 
radiale. Sinon, quelle sortie utiliser ? 

ଶ
௥



Rappel sur le linéaire
• Cas de la chaîne d’intégrateurs

• Les simplifications du modèle du système peuvent conduire à une relation entrée –
sortie sous la forme d’une chaîne d’intégrateurs :

௥

avec : , et 
௥ିଶ

௥ିଵ

𝑣 𝑦 ௥ିଵ

…
𝑦 ௥ିଶ 𝑦̇𝑦̈ 𝑦

𝑟 intégrateurs



Rappel sur le linéaire
• Cas de la chaîne d’intégrateurs

• Les simplifications du modèle du système peuvent conduire à une relation entrée –
sortie sous la forme d’une chaîne d’intégrateurs :

௥

• Commande d’une chaîne d’intégrateur : PD étendu
• On veut amener ce système à suivre une référence définie par : ௗ ௗ ௗ

௥

• On choisit : ଴ ௗ ଵ ௗ ௥ିଵ ௗ
௥ିଵ ௥ିଵ

ௗ
௥ , ce qui 

implique la dynamique suivante en boucle fermée :

଴ ଵ ௥ିଵ
௥ିଵ ௥

(௥)
௞

௞௥ିଵ
௞ୀ଴

ℒ
௥

௞
௞௥ିଵ

௞ୀ଴

• Le choix des coefficients ௜ se fait par placement de pôles. On choisit pôles ௜

(௥)
௞

௞௥ିଵ
௞ୀ଴

ℒ
௥

௞
௞௥ିଵ

௞ୀ଴ ௜ ௞
௥
௞ୀଵ



Rappel sur le linéaire
• Cas de la chaîne d’intégrateurs

• Les simplifications du modèle du système peuvent conduire à une relation entrée –
sortie sous la forme d’une chaîne d’intégrateurs :

௥

• Commande d’une chaîne d’intégrateur : PD étendu
• Exemple : de manière générique on peut considérer que les pôles désirés sont tous égaux à:

௜ ௜
௥

௥ିଵ
௥ିଵ

ଵ ଴
௥

Ce cas particulier ( ௜ ) implique que les coefficients ௜ soient ceux du triangle de Pascal

𝛼଴ 𝛼ଵ 𝛼ଶ 𝛼ଷ 𝛼ସ

𝑟 = 0 1 𝑢 = 𝑦ௗ

𝑟 = 1 1 1 𝑢 = 𝑦̇ௗ + 1 ⋅ 𝑦ௗ − 𝑦

𝑟 = 2 1 2 1 𝑢 = 𝑦̈ௗ + 2 ⋅ 𝑦̇ௗ − 𝑦̇ + 1 ⋅ 𝑦ௗ − 𝑦

𝑟 = 3 1 3 3 1 𝑢 = 𝑦ௗ + 3 ⋅ 𝑦̈ௗ − 𝑦̈ + 3 ⋅ 𝑦̇ௗ − 𝑦̇ + 1 ⋅ 𝑦ௗ − 𝑦

𝑟 = 4 1 4 6 4 1 𝑢 = 𝑦⃜ௗ + 4 ⋅ 𝑦ௗ − 𝑦 + 6 ⋅ 𝑦̈ௗ − 𝑦̈ + 4 ⋅ 𝑦̇ௗ − 𝑦̇ + 1 ⋅ 𝑦ௗ − 𝑦



Approches linéaires des systèmes nonlinéaires

• Approximation linéaire du modèle

• Soit le système suivant :
,      

• Linéarisation : 

, , 



Approches linéaires des systèmes nonlinéaires

• Exemple du pendule inversé : modélisation
Energie cinétique totale : 

𝑇 =
1

2
⋅ M ⋅ 𝑟̇ଶ + 𝑚 ⋅ 𝑣௣

ଶ + 𝐼 ⋅ 𝜃̇ଶ

Energie potentielle :
𝑃 = 𝑚 ⋅ 𝑔 ⋅ 𝑙 ⋅ cos 𝜃

Formalisme de Lagrange

𝐿 = 𝑇 − 𝑃 →

d

d𝑡

𝜕𝐿

𝜕𝑟̇
−

𝜕𝐿

𝜕𝑟
= 𝐹

d

d𝑡

𝜕𝐿

𝜕𝜃̇
−

𝜕𝐿

𝜕𝜃
= 0

Modèle nonliéaire :

൝
𝑀 + 𝑚 ⋅ 𝑟̈ + 𝑓௥ ⋅ 𝑟̇ + 𝑚 ⋅ 𝑙 ⋅ 𝜃̈ ⋅ cos 𝜃 − 𝜃̇ଶ ⋅ sin 𝜃 = 𝐹

𝐼 + 𝑚 ⋅ 𝑙ଶ ⋅ 𝜃̈ + 𝑓ఏ ⋅ 𝜃̇ + 𝑚 ⋅ 𝑙 ⋅ 𝑟̈ ⋅ cos 𝜃 − 𝑚 ⋅ 𝑔 ⋅ 𝑙 ⋅ sin 𝜃 = 0

𝑚, 𝐼

𝑙

𝑀
𝑟̇

𝑭

𝜃

𝑣௣ = 𝑟̇ + 𝑙 ⋅ 𝜃̇ ⋅ cos 𝜃
𝑙 ⋅ 𝜃̇ ⋅ sin 𝜃

−𝒇𝒓 ⋅ 𝒓̇

𝒎
⋅

𝒈



Approches linéaires des systèmes nonlinéaires

• Exemple du pendule inversé : linéarisation
Choix du vecteur d’état : 𝑋 = 𝑟 𝜃 𝑟̇ 𝜃̇

் .  On pose : 𝑟 = 𝑟̅ + 𝛿௥, 𝜃 =
𝜃̅ + 𝛿ఏ et 𝐹 = 𝐹ത + 𝛿ி, autour du point de fonctionnement 𝑋ത =
𝑟଴ 0 0 0 ். Ainsi le modèle linéarisé s’écrit :

൝
𝑀 + 𝑚 ⋅ 𝛿̈௥ + 𝑓௥ ⋅ 𝛿̇௥ + 𝑚 ⋅ 𝑙 ⋅ 𝛿̈ఏ = 𝛿ி

𝐼 + 𝑚 ⋅ 𝑙ଶ ⋅ 𝛿̈ఏ + 𝑓ఏ ⋅ 𝛿̇ఏ + 𝑚 ⋅ 𝑙 ⋅ 𝛿̈௥ − 𝑚 ⋅ 𝑔 ⋅ 𝑙 ⋅ 𝛿ఏ = 0

𝛿̇௥

𝛿̇ఏ

𝛿̈௥

𝛿̈ఏถ
𝐱̇

=

0 0 1 0
0 0 0 1

𝑀 + 𝑚 𝑚 ⋅ 𝑙
𝑚 ⋅ 𝑙 𝐼 + 𝑚 ⋅ 𝑙ଶ

ିଵ

⋅
0 0 −𝑓௥ 0
0 𝑚 ⋅ 𝑔 ⋅ 𝑙 0 −𝑓ఏ

𝐀

⋅

𝛿௥

𝛿ఏ

𝛿̇௥

𝛿̇ఏถ
𝐱

+

0 0
0 0

𝑀 + 𝑚 𝑚 ⋅ 𝑙
𝑚 ⋅ 𝑙 𝐼 + 𝑚 ⋅ 𝑙ଶ

ିଵ ⋅
1
0

𝐁

⋅ 𝐹⏟
𝐮

Les mesures sont 𝐲 = 𝛿௥ 𝛿ఏ 𝛿̇௥
், ainsi, on peut écrire :

𝐲 = 𝐂 ⋅ 𝐱, où 𝐂 =
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

𝑚, 𝐼

𝑙

𝑀
𝑟̇

𝑭

𝜃

𝑣௣ = 𝑟̇ + 𝑙 ⋅ 𝜃̇ ⋅ cos 𝜃
𝑙 ⋅ 𝜃̇ ⋅ sin 𝜃

−𝒇𝒓 ⋅ 𝒓̇

𝒎
⋅

𝒈



Approches linéaires des systèmes nonlinéaires

• Exemple du pendule inversé : considération des frottements secs
Il existe une perturbation importante dans le système induisant un 
comportement nonlinéaire : les frottements secs 𝑓௦. Difficiles à estimer on 
peut cependant les observer si on les inclut dans le vecteur d’état (on pose 
𝑓௦̇ = 0). 

൝
𝑀 + 𝑚 ⋅ 𝛿̈௥ + 𝑓௥ ⋅ 𝛿̇௥ + 𝑚 ⋅ 𝑙 ⋅ 𝛿̈ఏ = 𝛿ி − 𝑓௦

𝐼 + 𝑚 ⋅ 𝑙ଶ ⋅ 𝛿̈ఏ + 𝑓ఏ ⋅ 𝛿̇ఏ + 𝑚 ⋅ 𝑙 ⋅ 𝛿̈௥ − 𝑚 ⋅ 𝑔 ⋅ 𝑙 ⋅ 𝛿ఏ = 0

𝛿̇௥

𝛿̇ఏ

𝛿̈௥

𝛿̈ఏ

𝑓̇௦ถ
𝐱̇

=

0 0 1 0 0
0 0 0 1 0

𝑀 + 𝑚 𝑚 ⋅ 𝑙
𝑚 ⋅ 𝑙 𝐼 + 𝑚 ⋅ 𝑙ଶ

ିଵ

⋅
0 0 −𝑓௥ 0
0 𝑚 ⋅ 𝑔 ⋅ 𝑙 0 −𝑓ఏ

−1
0

0 0 0 0 0
𝐀

⋅

𝛿௥

𝛿ఏ

𝛿̇௥

𝛿̇ఏ

𝑓௦ถ
𝐱

+

0 0
0 0

𝑀 + 𝑚 𝑚 ⋅ 𝑙
𝑚 ⋅ 𝑙 𝐼 + 𝑚 ⋅ 𝑙ଶ

ିଵ

0 0

⋅
1
0

𝐁

⋅ 𝐹⏟
𝐮

𝐲 =
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0

஼

⋅ 𝐱

-> Observabilité -> Observateur -> commande par retour d’état et 
placement de pôles…

𝑚, 𝐼

𝑙

𝑀
𝑟̇

𝑭

𝜃

𝑣௣ = 𝑟̇ + 𝑙 ⋅ 𝜃̇ ⋅ cos 𝜃
𝑙 ⋅ 𝜃̇ ⋅ sin 𝜃

−𝒇𝒓 ⋅ 𝒓̇

𝒎
⋅

𝒈



Approches linéaires des systèmes nonlinéaires

• Système



Approches linéaires des systèmes nonlinéaires

• Champ de vecteurs

Opérateur différentiel -> champ de vecteur



Approches linéaires des systèmes nonlinéaires

• Champ de vecteurs, commande

?



𝜕

𝜕𝑥
≜ 𝑒ଵ

𝜕

𝜕𝑦
≜ 𝑒ଶ

𝑦 ⋅
𝜕

𝜕𝑥
− 𝑥 ⋅

𝜕

𝜕𝑦



Approches linéaires des systèmes nonlinéaires

• Soit le système (affine en entrée) suivant :

• Remarque :

  

𝐅(𝐗) ீ(𝐗)

𝑣 𝑧 = 𝑢 𝑣



Approches linéaires des systèmes nonlinéaires

• Linéarisation exacte Entrée – Etat

• Soit le système (affine en entrée) suivant :

• Linéarisation : existe-t-il :
• Un changement de variable (difféomorphisme) : 
• et une commande (bouclage sur l’état) : 

 
 , 

avec commandable.



Approches linéaires des systèmes nonlinéaires

• Linéarisation exacte Entrée – Etat
• Soit le système (affine en entrée) suivant :

• Si ି𝟏 existe, la solution 
ି𝟏

• Sinon vérifier qu’un changement de variable peut annuler les éléments nonlinéaires

ଵ

ଶ

ଵ ଶ

ଶ ଵ

௨ୀି ୡ୭ୱ ௫భ ା௩ ଵ

ଶ

ଵ

ଶ

Pendule :              
்ୀ

ೌ⋅౩౟౤ ഇ శೡ

೎



Approches linéaires des systèmes nonlinéaires

• Linéarisation exacte Entrée – sortie, principe

• Soit le système (affine en entrée) suivant :

• Principe : on dérive les éléments de la sortie jusqu’à ce qu’une entrée apparaisse :

௜
డ௛೔ 𝐱

డ𝐱

డ௛೔ ௫

డ௫

డ௛ ௫

డ௫

• Si డ௛೔ ௫

డ௫
, on continue de dériver, ௜

dim 𝑥 = 𝑛,
dim 𝑢 = 𝑚
dim 𝑦 = 𝑙 = 𝑚



Approches linéaires des systèmes nonlinéaires

• Linéarisation exacte Entrée – sortie
• Exemple : la voiture de Dubins

𝜓

𝑢

𝑦

𝑥

𝑥̇ = 𝑢 ⋅ cos 𝜓
𝑦̇ = 𝑢 ⋅ sin 𝜓

𝜓̇ = 𝑟
𝑢̇ = 𝐹

Le vecteur d’état : 𝐱 = 𝑥 𝑦 𝜓 𝑣 ், les entrées : 𝐮 = 𝑟 𝐹 ், les 
mesures : 𝐲 = 𝑥 𝑦 𝜓 ். On cherche à réguler (𝑥, 𝑦) vers 𝑥ௗ 𝑡 , 𝑦ௗ(𝑡) .
La linéarisation Entrée – Sortie conduit à dériver la sortie jusqu’à ce que les 
entrées apparaissent :
𝑥
𝑦

ౚ

ౚ೟
⇒

𝑥̇
𝑦̇

=
𝑢 ⋅ cos 𝜓
𝑢 ⋅ sin 𝜓

ౚ

ౚ೟
⇒

𝑥̈
𝑦̈

=
−𝑢 ⋅ sin 𝜓 cos 𝜓
𝑢 ⋅ cos 𝜓 sin 𝜓

⋅
𝑟
𝐹

= 𝐌 ⋅ 𝐮

Ainsi, si 𝑢 ≠ 0, on peut faire le changement de variable suivant :

𝐮 = 𝐌ିଵ ⋅
𝑣ଵ

𝑣ଶ

qui engendre la linéarité du modèle entrée – sortie : 

𝑥̈
𝑦̈

=
𝑣ଵ

𝑣ଶ



Approches linéaires des systèmes nonlinéaires
• Linéarisation exacte Entrée – sortie

• Soit le système (affine en entrée) suivant :

• Principe : on dérive la sortie jusqu’à ce que l’entrée apparaisse :
డ௛ ௫

డ௫

డ௛ ௫

డ௫

డ௛ ௫

డ௫

dim 𝑥 = 𝑛,
dim 𝑢 = 𝑚
dim 𝑦 = 𝑙 = 𝑚

𝜕ℎ 𝑥

𝜕𝑥
⋅ 𝑔 𝑥 ⋅ 𝑢 =

𝜕ℎଵ(𝑥)

𝜕𝑥ଵ

𝜕ℎଵ(𝑥)

𝜕𝑥ଶ
…

𝜕ℎଵ(𝑥)

𝜕𝑥௡

𝜕ℎଶ(𝑥)

𝜕𝑥ଵ

𝜕ℎଶ(𝑥)

𝜕𝑥ଶ
…

𝜕ℎଶ(𝑥)

𝜕𝑥௡

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝜕ℎ௟(𝑥)

𝜕𝑥ଵ

𝜕ℎ௟(𝑥)

𝜕𝑥ଶ
…

𝜕ℎ௟(𝑥)

𝜕𝑥௡

⋅

𝑔ଵଵ(𝑥) 𝑔ଵଶ(𝑥) … 𝑔ଵ௠(𝑥)
𝑔ଶଵ(𝑥) 𝑔ଶଶ(𝑥) … 𝑔ଶ௠(𝑥)

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑔௡ଵ(𝑥) 𝑔௡ଶ(𝑥) … 𝑔௡௠(𝑥)

⋅

𝑢ଵ

𝑢ଶ

⋮
𝑢௠

డ௛ ௫

డ௫
⋅ 𝑔 𝑥 ⋅ 𝑢 =

డ௛భ(௫)

డ௫భ
⋅ 𝑔ଵଵ 𝑥 + ⋯ +

డ௛భ(௫)

డ௫೙
⋅ 𝑔௡ଵ(𝑥) …

డ௛భ(௫)

డ௫భ
⋅ 𝑔ଵ௠ 𝑥 + ⋯ +

డ௛భ(௫)

డ௫೙
⋅ 𝑔௡௠(𝑥)

⋮ ⋱ ⋮
డ௛೗(௫)

డ௫భ
⋅ 𝑔ଵଵ 𝑥 + ⋯ +

డ௛೗(௫)

డ௫೙
⋅ 𝑔௡ଵ(𝑥) …

డ௛೗(௫)

డ௫భ
⋅ 𝑔ଵ௠ 𝑥 + ⋯ +

డ௛೗(௫)

డ௫೙
⋅ 𝑔௡௠(𝑥)

⋅

𝑢ଵ

𝑢ଶ

⋮
𝑢௠



Approches linéaires des systèmes nonlinéaires
• Outils géométriques, algèbre de Lie

• Soit le système (affine en entrée) suivant : 

• Principe de la LEE-S : on dérive la sortie jusqu’à ce que l’entrée apparaisse :
• Première dérivée : 𝑦̇ =

డ௛ ௫

డ௫
⋅ 𝑥̇ =

డ௛ ௫

డ௫
⋅ 𝑓 𝑥

௅೑௛(௫) 
+

డ௛ ௫

డ௫
⋅ 𝑔 𝑥

௅೒௛(௫) 
⋅ 𝑢 = 𝐿௙ℎ(𝑥)+ 𝐿௚ℎ(𝑥) ⋅ 𝑢

• Si 𝐿௚ℎ(𝑥)=0 (𝑦̇ est indépendant de 𝑢) -> deuxième dérivée : 

𝑦̈ =
𝜕𝐿௙ℎ(𝑥)

𝜕𝑥
⋅ 𝑥̇ =

𝜕𝐿௙ℎ 𝑥

𝜕𝑥
⋅ 𝑓 𝑥 + 𝑔 𝑥 ⋅ 𝑢 = 𝐿௙𝐿௙ℎ(𝑥)+𝐿௚𝐿௙ℎ(𝑥) ⋅ 𝑢

• Si 𝐿௚𝐿௙ℎ 𝑥 = 0, (𝑦̈ est indépendant de 𝑢) -> Troisième dérivée : ..

⋮

• Si 𝐿௚𝐿௙
௟ିଶℎ 𝑥 = 0,                𝑦(௟) = 𝐿௙

௟ ℎ 𝑥 +𝐿௚𝐿௙
௟ିଵℎ(𝑥) ⋅ 𝑢

dim 𝑥 = 𝑛,
dim 𝑢 = 𝑚
dim 𝑦 = 𝑙 = 𝑚



Approches linéaires des systèmes nonlinéaires
• Linéarisation exacte Entrée – sortie

• Soit le système (affine en entrée) suivant : 

• Principe de la LEE-S : on dérive la sortie jusqu’à ce que l’entrée apparaisse :

ଵ
௞భ

௟
௞೗

௚భ ௙
௞భିଵ

ଵ ௚೘ ௙
௞భିଵ

ଵ

௚భ ௙
௞೘ିଵ

௠ ௚೘ ௙
௞೘ିଵ

௠

஺ ௫

௙
௞భ

ଵ

௙
௞೘

௠

஻ ௫

• Ainsi, si  est inversible, le contrôle :

ିଵ
ଵ

௞భ
ଵ

௟
௞೘

௠

dim 𝑥 = 𝑛,
dim 𝑢 = 𝑚
dim 𝑦 = 𝑙



Approches linéaires des systèmes nonlinéaires

• Linéarisation exacte Entrée – sortie

Les 𝑘௜ sont appelés délais différentiels.  

𝐮 = 𝐀ି𝟏 𝐱 ⋅ 𝐯 − 𝐁 𝐱
𝐱̇ = 𝐟 𝐱 + 𝐠 𝐱 ⋅ 𝐮

𝐲 = 𝐡(𝐱)

𝑢𝐯 𝐲

𝑣ଵ

𝑣ଶ

𝑣௟

𝑦ଵ

𝑦ଶ

𝑦௟

 …

𝑘ଵ intégrateurs
௞_ଶ

௞೘

𝐲
𝐯



Approches linéaires des systèmes nonlinéaires

• Linéarisation exacte Entrée – sortie
• Exemple : l’Unicycle ou robot de type Char

𝜓

𝑢

𝑦

𝑥

൞

𝑥̇ = 𝑢ଵ ⋅ cos 𝜓
𝑦̇ = 𝑢ଵ ⋅ sin 𝜓

𝜓̇ = 𝑢ଶ

൞

𝑥̇ = 𝑢ଵ ⋅ cos 𝜓
𝑦̇ = 𝑢ଵ ⋅ sin 𝜓

𝜓̇ = 𝑢ଶ

𝑢ଵ

𝑢ଶ

𝑥

𝑦

(le nombre de fois qu’il faut 
dériver les sorties pour faire 
apparaitre les entrées)
Degrés relatifs 

𝑥 𝑦

𝑢ଵ 1 1

𝑢ଶ 2 2

൞

𝑥̇ = 𝑢ଵ ⋅ cos 𝜓
𝑦̇ = 𝑢ଵ ⋅ sin 𝜓

𝜓̇ = 𝑢ଶ

𝑢ଶ

𝑥

𝑦

𝑒ଵ 𝑧 = 𝑢ଵ

𝑥̇
𝑦̇

=
cos 𝜓 0
sin 𝜓 0

஺(௫)

⋅
𝑢ଵ

𝑢ଶ
+

0
0ด

஻(௫)

𝑢 = 𝐴ିଵ 𝑥 ⋅ 𝑣 − 𝐵 𝑥

det 𝐴 𝑥 = 0 !

𝑥̇ = 𝑧 ⋅ cos 𝜓
𝑦̇ = 𝑧 ⋅ sin 𝜓

𝜓̇ = 𝑢ଶ

𝑧̇ = 𝑒ଵ

𝑢ଶ

𝑥

𝑦

𝑒ଵ 𝑥 𝑦

𝑣ଵ 2 2

𝑢ଶ 2 2

𝑥̇
𝑦̇

=
cos 𝜓 −𝑧 ⋅ sin 𝜃
sin 𝜓 𝑧 ⋅ cos 𝜃

஺(௫)

⋅
𝑒ଵ

𝑢ଶ
+

0
0ด

஻(௫)

On ajoute un intégrateur 
devant l’entrée 𝑢ଵ



Approches linéaires des systèmes nonlinéaires
• Linéarisation exacte Entrée – sortie

• Exemple : l’Unicycle ou robot de type Char

𝜓

𝑢

𝑦

𝑥

൞

𝑥̇ = 𝑢ଵ ⋅ cos 𝜓
𝑦̇ = 𝑢ଵ ⋅ sin 𝜓

𝜓̇ = 𝑢ଶ

ଵ

ଵ

ଶ

ଶ

ଵ ଵ

𝑥̇
𝑦̇

=
cos 𝜓 −𝑧 ⋅ sin 𝜃
sin 𝜓 𝑧 ⋅ cos 𝜃

஺(௫)

⋅
𝑣

𝑢ଶ
+

0
0ด

஻(௫)

𝑢 = 𝐴ିଵ 𝑥 ⋅ 𝑣 − 𝐵 𝑥

𝑒ଵ

𝑢ଶ
=

cos 𝜓 −𝑧 ⋅ sin 𝜓
sin 𝜓 𝑧 ⋅ cos 𝜓

ିଵ

⋅
𝑣ଵ

𝑣ଶ

𝑣ଵ

𝑣ଶ

𝑥̇ = 𝑢ଵ ⋅ cos 𝜓
𝑦̇ = 𝑢ଵ ⋅ sin 𝜓

𝜓̇ = 𝑢ଶ

𝑧̇ = 𝑣

𝑢ଶ

𝑥

𝑦

𝑒ଵ

ቊ
𝑥̈ = 𝑣ଵ

𝑦̈ = 𝑣ଶ
𝑣ଶ

𝑥

𝑦

𝑣ଵ

𝑧, 𝜓


