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Rappel sur le linéaire

e Modeéles :

| X=A-X+B-U | Y

5 : I’état du systeme
(n,1)

E : I'entrée du systeme
(m,1)

x : la sortie du systéeme
1,1)

* Stabilite :

Y=C-X+D-U

A : Matrice de dynamique
()

B : Matrice des entrées
(nm)

S : Matrice des sorties
(Ln)

v

B : Matrice entrées/sorties
(m)

Valeurs propresde A : A;/det(A — A; - Ig) = 0. Si Re(4;) < 0,Vi — STABLE, INSTABLE sinon



Rappel sur le linéaire

e Observateur de Kalman:
e Critere d’observabilité :

SoitQy=[C C-A C-A? .. C-A"1]7 lamatrice dobservabilité. Si rank(Q,) = n, (rang plein), alors le
systeme est completement observable.

e Observateur

vl

»<)

v

=

X=(A-K-C)-X+[B-K-D K]
Y=X

| X=A-X+B-U
U|Y=CX+D-U |y

»
»

X-X=(A-K-C) (X-X)

* Calcul du gain K de l'observateur
* Choix des podles de I'observateur : p; < —a; * max(|/1j|),‘v’i =1:n,Vj =1:n, a; € [2,10]
* CalculdugainK?,det(A—K-C—p;-Id) =0



Rappel sur le linéaire

e Controle par retour d’état et placement de poéles :
* Critere de commandabilité :

SoitQc=[B A-B A%2-B .. A" 1.B]" lamatrice de commandabilité. Si rank(Qc) = n, (rang plein), alors le
systeme est completement commandable, et un placement de poéle intégral est possible.

* Placement de poles

»<)

X=(A—K-C)-X+[B—K-D K][g]

Vs | X=A-X+B-U V=R
U|Y=CX+D-U |y
R

U=S-V-R-X

v

A

* Calcul du gain R de l'observateur
* Choix des podles de du systeme en BF : Re(p;) < 0,Vi = 1:n.R?,det(A—B-R—p; - I4) =0
e Calcul du préfiltre S: S(s) = H !(s), H(s)=(C—D-R)-[s-I4j—(A—B-R)["'1-B+D



Rappel sur le linéaire
* Sirank(Qc) < nourank(Q,) <n

{

X=A-X+B-UXTZ2|7=T1.A-T-Z+T*-B-U_|Z=]-Z+T*-B'-U
Y=C-X+D-U

* Critere de Shen et Desoer : passer par la jordanisation pour découpler les sous-
systemes et leur appliquer les criteres précédents.

* |dentifier les n valeurs propres A; de A, ainsi que leur ordre de multiplicité m;

* Siles n valeurs propres sont distinctes (m; = 1,Vi = 1, ...,n), le systemes est diagonalisable
* |dentifier les n vecteurs propres V;, telsque A-V; = A4; - V;
* La matrice de passage T s’écritalors T = [V, V,, ..., V, ]
* Le changement de variable X = T - Z, implique une nouvelle expression du systeme:

ou J = diag(4;)

Y=C-T-Z+D-U Y=C-Z+D-U

e Sil < nvaleurs propres y; sont d’ordre de multiplicité supérieural, m, > 1,Vk =1, ..., 1



Rappel sur le linéaire

* Sirank(Q¢) < nourank(Q,) <n

 Critere de Shen et Desoer : passer par la jordanisation pour découpler les sous-
systemes et leur appliquer les criteres précédents.

* |dentifier les n valeurs propres A; de A, ainsi que leur ordre de multiplicité m;

* Siles n valeurs propres sont distinctes (m; = 1,Vi = 1, ...,n), le systemes est diagonalisable

e Sil < nvaleurs propres y;, sont d'ordre de multiplicité supérieural,m;, > 1,Vk =1, ...,1

* On recherche le nombre de blocs de Jordan associés aux valeurs propres yy :
, =n—rank(A -y - 1d)
* On identifie alors ny, vecteurs propres et m; — n,, vecteurs quasi-propres.
A-Vi=vy-V o T =2

ny

nY1:1 —YI 1] 0 0
A- Vi =Y Vippnta-V, RN
ou a = 0 si V. est vecteur propre, @ = 1si V;est vecteur quasi-propre ,_| o [g e 1} 0
Y2
A3 _
« T=[V,V,,..,V,], le changement de variable X = T - Z, implique 0 0 e

N — A . . X=TZ|7 —T-1.A.T. -1.R. 7 — 1. -1.R'.
{X—A X+B-U {Z—T A-T-Z+T1-B UZ{Z JZAT B o

Y=C-X+D-U Y=C-T-Z+D-U Y=C-Z+D-U



Rappel sur le linéaire

* Exercice : le satellite, par R. Sepulchre et E. Bullinger de I'Univ. de Liege

* On considere les équations linéarisées d’un satellite au voisinage d’'une orbite
circulaire parcourue a vitesse constante w

F=3-wr+2-w-60+u,
6=-2-w-7+ub

Le satellite est commandé par deux moteurs. Le premier fournit une force radiale u,
et le second une force tangentielle ug.

1. Suite a un probleme technique, vous devez couper un moteur. Lequel choisiriez-
vous ?

2. Déterminer si ce systeme est observable lorsque la sortie mesurée est |la position
radiale. Sinon, quelle sortie utiliser ?



Rappel sur le linéaire

* Cas de la chaine d’intégrateurs

 Les simplifications du modele du systeme peuvent conduire a une relation entrée —
sortie sous la forme d’une chaine d’intégrateurs :

y(r)zv
0 1 0 0 07 Y
| 0 01 .. 0 0 y
SY=A-Y+B-uavec:A=|: : ¢ =~ :|,B=|:|letY= (r-2)
00 0 .. 1 0 v
0 0 0 .. O 1. y(r=1)
vfy(r_l)fﬂLf yf R
‘ /
Y
T intégrateurs




Rappel sur le linéaire

* Cas de la chaine d’intégrateurs

* Les simplifications du modele du systeme peuvent conduire a une relation entrée —
sortie sous la forme d’'une chaine d’intégrateurs :

y@ =

e Commande d’une chaine d’intégrateur : PD étendu

* On veut amener ce systéme a suivre une référence définie par: y,(t), y4(t), ...,yg)(t)

* Onchoisit:v=ay - (yg—y)+a;- Yg—y)+ +a,_q1- (yg_l) — y(’"‘l)) + yg), ce qui

implique la dynamique suivante en boucle fermée :

ag-e+a;-é+-ta,_;-eD+el =0

L
= e+ Yibay-e®=>P(s) =57+ Tplhay - s*

* Le choix des coefficients «; se fait par placement de péles. On choisitr pblesp;,i = 1,..7
L
e + ¥ la, - e®=P(s)=s"+ Yl a, - sk, a;?7P(s),t.q.P(s) = [The1(s — pi)



Rappel sur le linéaire

» Cas de la chaine d’intégrateurs

* Les simplifications du modele du systeme peuvent conduire a une relation entrée —
sortie sous la forme d’une chaine d’intégrateurs :

y® =

* Commande d’une chaine d’intégrateur : PD étendu
* Exemple : de maniere générique on peut considérer que les poles désirés sont tous égaux a:

pi=—-1LVi > a?tq:s"ta,_q-s" 1+ ta;-stag=((6+1)

Ce cas particulier (p; = —1, Vi) implique que les coefficients a; soient ceux du triangle de Pascal
Ao a1 |ay | a3 | ay
r=20 1 Uu=Yyq
r=1 11 u=ys+1-(g—y)
r=2 11211 u=y3+2-0a—y)+1-0a—y)
r=3 11331 u=y3+3- g —39N+3-@a—)+1-Qag—y)
r=4 1416|4841 |u=y+4-Gg—=+6-Gg—9)+4-@g—9)+1-g—y)




Approches linéaires des systemes nonlineaires

* Approximation linéaire du modele

* Soit le systeme suivant :
x=f(xu), fxu)=0
* Linéarisation :
of _of

x=A-x+B-u, A=—| , B
ox ()_(;ﬁ) Ju ()_(,l_l)



Approches linéaires des systemes nonlineaires

* Exemple du pendule inversé : modélisation

Energie cinétique totale :

1 )
) T==—-(M-724+m-v2+1-02
_|r+1-6-cosb 2 ( p )

9.0 Yp .6 -sind Energie potentielle :
/‘V P=m-g-1l-cosf
m

Formalisme de Lagrange

(d [aL] 0L
L:T—P—><a:§:_E=F

d[oL] oL

dcjag) "3 ="

Modeéle nonliéaire :

(M+m)-#+f,-7+m-1-[0-cos® —0% sinf| =F
I+m-1?)-0+f3-0+m-1-¥-cos@—m-g-1l-sinf =0




Approches linéaires des systemes nonlineaires

* Exemple du pendule inversé : linéarisation

Choix du vecteurd’état: X =[r 9 + @]7.Onpose:r=7+6,,08 =
0 + 89 et F = F + 6, autour du point de fonctionnement X =
_[F+1-6-cos@ [ro 0 0 O0]7. Ainsi le modele linéarisé s’écrit :

[-0-sinf

o . . i}
‘/m (M+m) -8, +fr 8 +m-1-8 =6
. (I+m-lz)-69+f9-69+m-l-5r—m-g-l-59=O
&y 00 1 0 0
8| 0 o 0 0 0 .
S| [[M+m  m-1 ] [ ~fr ]‘ M+m 1‘ [0 -
8, m-l I+m-I? 0 m-g-1 0 —fg I+m 12

-z A
X

Les mesuressonty = [§, &y 6,7, ainsi, on peut écrire :

1 0 0 O
y=C-x,ouC=|0 1 0 O
0 0 1 0




Approches linéaires des systemes nonlineaires

* Exemple du pendule inversé : considération des frottements secs

_ F+1-6-cosf

[-6-sinf

Il existe une perturbation importante dans le systeme induisant un
comportement nonlinéaire : les frottements secs f;. Difficiles a estimer on
peut cependant les observer si on les inclut dans le vecteur d’état (on pose

f. =0).
M+m)-6,+f -8, +m-1-8g =6 —f
U+m-13)-8g+fy-8g+m-1-6,—m-g-1-85=0

Or 0010 0 8y 0
36 000 10 dg 0
6r=[M+m ]1[ 0 —fr 0] —1|-|6- [+ M+m m-l [0 r
5"9 m-l l+m 12 0 m-g-L 0 —fg 0 89 I+m- l2 u
- 00 0 0 0 0 0
L] ; 4o :

-> Observabilité -> Observateur -> commande par retour d’état et
placement de podles...



Approches linéaires des systemes nonlineaires

e Systeme

x = f(x)



Approches linéaires des systemes nonlinéaires

 Champ de vecteurs

x = f(x)

y - o N , Y .
,',;!4,,.,}?::‘;‘-‘\\\\‘(\\\\\\\\\\ b Opérateur différentiel -> champ de vecteur
"?'/./‘-"'_’.’,_*"‘* N

Champ de vecteurs

Article Discussion Lire Modifier Modi

En mathématiques, un champ de vecteurs ou champ vectoriel
est une fonction qui associe un vecteur & chaque point d'un
espace euclidien ou plus généralement d'une varieté
différentielle . Pour la résolution des équations différentielles
autonomes du 1°" ordre, on utilise le champ des directions

(appelé en physique champ des vitesses) qui représente les

dérivées tangentes 4 la trajectoire-solution de ces équations, ce
qui permet de la tracer.



ealres

/

lin

Approches linéaires des systemes non

 Champ de vecteurs, commande

x = f(x,u)

P o

T T
- ] e - —— -

e e e R S R

SN N \\‘ 3 d

S s et e w W N

RIS MR P

— ;- 4 42




Définition 6 Soit h une fonction de classe C' de R™ dans R. On appelle dérivée de Lie de
h dans la direction f, notée Lgh, la dérivée de h le long de la courbe intégrale de f ent = 0,

autrement dit : -
oh

Lyh(z) = Zh(Xe@imo = 3 Si(@) (@) N

Par cette formule, un champ de vecteurs f quelconque est identifié a 'opérateur différentiel N\ \
linéaire du premier ordre

- d
Ly= ) fiz)57—.
im1 61'1'
d N
@ = By A
5 a A
e

28/16:30 - Exemples.. > nd E3



Approches linéaires des systemes nonlinéaires

 Soit le systeme (affine en entrée) suivant :

x=f(x)+gkx)-u

* Remarque:
L.fz=u‘ x = f(x,u) - v X = FX) + 6(X) - v -
I | I [0/ P

F(X) G(X)



Approches linéaires des systemes nonlineaires

* Linéarisation exacte Entrée — Etat

* Soit le systeme (affine en entrée) suivant :
x=f(x)+g(x)-u

* Linéarisation : existe-t-il :

* Un changement de variable (difféomorphisme) : z = T(x),
* et une commande (bouclage sur I'état) : u = a(x) + B(x) - v

Z = T(x)

X=f(X)+g(X)'u'{u=a(x)-l-B(X)'V

}:>Z=A'Z+B'V,

avec (A, B) commandable.



Approches linéaires des systemes nonlineaires

* Linéarisation exacte Entrée — Etat
 Soit le systeme (affine en entrée) suivant :
x=f(x)+g(x) u

» Si g~ 1(x) existe, la solution
u=g X)) - (-fx)+v)=>x=v

 Sinon vérifier qu’'un changement de variable peut annuler les éléments nonlinéaires
X — 7 . u=-cos(xq)+v [x — X

L s e [ )

X5 —X, + COS X4 1 X5 0 =11 |x2 1

_a-sin(0)+v

“——0+b-0=v

T

Pendule : O+b-0+a-sinf=c-T



Approches linéaires des systemes nonlineaires

* Linéarisation exacte Entrée — sortie, principe

e Soit le systeme (affine en entrée) suivant :

{X =f(x) + g(x) - u dimEx% =
dim(u) =m
y = h(x) dim(y) = [ = m

* Principe : on dérive les éléments de la sortie jusqu’a ce qu’une entrée apparaisse :

ah( )

_ 0hi(x) < dhi(x) .
yi=— —x=——-fx)+——-g(x)-u
. i 2l g(x) = 0, on continue de dériver, j; = ---

ox



Approches linéaires des systemes nonlineaires

e Linéarisation exacte Entrée — sortie
* Exemple : la voiture de Dubins

u

Le vecteurdétat:x =[x vy ¥ v]T,lesentrées:u=1[r F]7,les
mesures:y = [x ¥ P]T. On cherche a réguler (x, y) vers (x4(t), y4(1)).
La linéarisation Entrée — Sortie conduit a dériver la sortie jusqu’a ce que les

entrées apparaissent :
d

B i R et S 1 e et e FIEL

v

X Ainsi, siu # 0, on peut faire le changement de variable suivant :
( u=M"1.["2
X =u-cosy - v,
y=u-siny qui engendre la linéarité du modele entrée — sortie :

= -1



Approches linéaires des systemes nonlineaires

e Linéarisation exacte Entrée — sortie

* Soit le systeme (affine en entrée) suivant :
{X =f(x) +g(x) - u dim(x) =7,

dim(u) =m

y = h(X) dim(y) =1l=m
* Principe : on dérive la sortie jusqu’a ce que I'entrée apparaisse :
. ah(x) ¥ ah(x) ah(x)
y =28 0+ 29 5@) -
[0hy(x) Ohy(x) Ohy (X)]
0x, ox,  0x,
g11(x)  g12(x) . Gim(X) Uy
ai;(x) N af;ic(jc) af;zx(:c) af;i(nx) 'lg21s(x) gzzs(x) - gzﬁ(x)‘.lug‘
ahl:(X) ahl:(x) . ahl:(X) gnl(x) gnZ(x) gnm(x)
| 0x, 0x, T 0x,
rohq(x doh4(x doh4(x Oh{(x T
g1 () o TR g (0 e TR g () e+ D g ()] [
oh(x) . 1 . Uy
o 90 = ohy(x) ' ah() dhy(x) . ah() :
X X X X
I 6;1 11(x) + et l nl(x) al_xl glm(x) + et : nm(x)_ Um




Approches linéaires des systemes nonlinéaires

* Outils géomeétriques, algebre de Lie

x=f(x)+gx)-u dmw=n
_ dim(u) =
y = h(x) d;rmn(;) Clem
* Principe de la LEE-S : on dérive la sortie jusqu’a ce que I'entrée apparaisse :

* Premiére dérivée : y = a};ix) ' ah(x) fx )+ah(x) g(x) -u = Leh(x)+ Lgh(x) - u
th(x) Lgh(x)

* Soit le systeme (affine en entrée) suivant : {

* SiLyh(x)=0 (y est indépendant de u) -> deuxieme dérivee :

ath(x) . ath(x)
0x 0x

(f(x) + g(x) - u) = LeLgh(x)+LgLsh(x) - u

* SiLyLeh(x) = 0, (Y est indépendant de u) -> Troisiéme dérivée : ..

« Si LgL}_Zh(x) =0, y® = L}h(x)+LgL}‘1h(x) U



Approches linéaires des systemes nonlinéaires

e Linéarisation exacte Entrée — sortie

* Soit le systeme (affine en entrée) suivant : {

x=f(x)+gk)-u
y = h(x)

dim(x) = n,
dim(u) =m

* Principe de la LEE-S : on dérive la sortie jusqu’a ce que I'entrée apparaisse®™®) =!

VOO Ly L () e Ly LR ()

wl km—: ) kmi
VO g L () Ly, L™y ()
) e i

* Ainsi, si A(x) est inversible, le control

u=A"1x) - (v-BXx)) > {

e.

x=fl)+gx)-u

y = h(x)

U+

- Ll;l hy(x) |

Koy 1.
Ly i (),

B(x)

( (k
3’1( 1)

4

(k)
V1

= A(x) -u+ B(x)

=’Um



Approches linéaires des systemes nonlinéaires

* Linéarisation exacte Entrée — sortie

Y u= A‘l(X)T' (v-B®X)) S f;Xi -\Il;(i()X) - T
/171 ] Y1
Ul n i/l '
v < ’, k, intégrateurs (f)k—z ) > ,
\vl (f>"m Yi ;j

Les k; sont appelés délais différentiels.



Approches linéaires des systemes nonlinéaires

* Linéarisation exacte Entrée — sortie

* Exemple : I'Unicycle ou robot de type Char

(le nombre de fois qu’il faut
dériver les sorties pour faire
apparaitre les entrées)

Degrés relatifs u=A4"1x) - (v — B(x))

R o EERER 2o 0 )0
— X=1u;-cosyp [~ u 1 1 y siny U 10}
" y=upsing | = A(x) B(x)
y — Y =1u, ' det(A(x)) =0!

On ajoute un intégrateur
devant I'entrée u,

X =uUq-cosy

y =u, -siny 61 f)'c=z-cos¢ X
P ) = Z - Sin >
l/)_uZ U {y . > l,b

7 Y =u,
L Z=el

| x| v [
2 ly']=l
2

X

Z=u )

é1 3 X=u;-cosyp [

y = U, - Sin

U, y e Y y
Y=u,

e >

(2 2

—z - sin 9] . l6’1l + lO]
siny z-cos@ | |uUz 0]

A(x) B(x)

U 2



Approches linéaires des systemes nonlinéaires

. Lmearlsatlon’exgcte Entree — sortie lxl ~ ICOS¢ — 7. sin 9] . [v] N [0]
* Exemple : I'Unicycle ou robot de type Char y| T Isinyy z-cos6 | |uz 0
am B(x)

v

— A-1(+). (1) —
’s u=A4""*x) (v B(x)) e, z=1u .
o o X =1Uq-Cosy
€1 cosy —z-siny (21 - .
i _ | : Yy =1uq-Siny
v, Uy siny z-cosy vy | [Us .
Y =u
% > Z,lpT
X
X =1uy-cosy 1 (% = u, - costp X ”
) = U, - Sin . . > 1 . X
y= sing w9 =Sy {f=v [
Y =u, Y =u, y VA | |V =1, Y.,
| z=v g




